DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. 


MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. f) D 


UNIDAD 4. INTEGRAL DEFINIDA. DY FE 


IES LA BAHIA 


1. Integral definida de una función. 


Dada una función continua f en un intervalo [a, b]. 


Se construye una partición P, del intervalo [a, b], que es un subconjunto ordenado de números 


reales { Xo,X1,X2,..., Xn } C [a, b] siendo x, =a, x, =b. Esta partición genera n subintervalos. 


Se nombra como d, a la longitud de cada subintervalo Bk, xq] generado por la partición, es 
decir, dk = Xk Xx-- 


Como consecuencia del teorema de Weierstrass, la función f alcanza un máximo absoluto M, 
y un mínimo absoluto m, en algún punto de cada subintervalo [xy ,, xy]. 


A la expresión S, = dı : M; +də : Mo +... + dp M, se le llama 
Suma Superior de la función f asociada a la partición P,. 
Geometricamente, S, es una aproximación por exceso del 


área limitada por la gráfica de la función f, el eje de abscisas 
y las rectas verticales x = a, x = b. 


A la expresión I, =d; m; +d,:m3+...+d, -m,, se le llama 
Suma Inferior de la función f asociada a la partición P, . 
Geometricamente, 1, es una aproximación por defecto 


del área limitada por la gráfica de la función f, el eje de 
abscisas y las rectas verticales x = a, x= b. 








Bajo estas condiciones, se cumple que lím S, = lím h 
n>+o Nn>+00 


Esto quiere decir que, si el número de subintervalos de la partición tiende a infinito, entonces 
las dos aproximaciones anteriores, por exceso y por defecto, tienden a igualarse. 


A este límite común, que es un número real, se le llama Integral Definida de la función f 
b 

en el intervalo [a, b] y se representa por f f(x) dx 
a 


Los extremos a y b del intervalo se llaman límite inferior y límite superior de 
integración, respectivamente. La función f bajo el signo integral se llama integrando. 


Interpretación geométrica 
b 

Si la función continua f es no negativa en todo [a, b], la integral definida f f(x) dx equivale 
a 


al área limitada por la gráfica de f, el eje de abscisas y las rectas verticales x = a, x = b. 
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Observación: si la función continua f cambia de signo en [a, b], entonces la interpretación 
b 

anterior no es cierta ya que | f(x) dx podría ser cero o incluso un número negativo. 
a 


21Y 
Por ejemplo, el área encerrada por la gráfica de f(x) = senx 


y el eje OX en el intervalo [0, 27] es igual a 2 u?. 








21 
Sin embargo, [senx dx=A,¡-Az=0 
0 





2. Propiedades de la integral definida. 





P1. [16 dx= [f(x ax+ [169 dx Vee(a,b) 
P2. ffœax=0 VceR 
P3. [$60 dx=- ffo ax Va,beR 
a b 
P4. f tao f iki f ds 
b b 
P5. [ŒE dx =k [£60 ax YkER 


b b 
P6. Si f() <g(x) en [a, b], entonces f £(x) dx < f g(x) de 


3. Función integral. Teorema fundamental del cálculo integral. 





Dada una función continua f en un intervalo [a, b], se define como función integral y se 


representa por F, a la que asocia a cada valor de x € [a, b], el número real fi (t) dt 
a 
F(x) = [£co dt, Yx € [a, b] 
a 


Teorema fundamental del cálculo integral 
X 

Si f es una función continua en [a, b], entonces la función integral F(x) = fi (t) dt es derivable 
a 

en [a, b] y su función derivada es F(x) =f(x), V x € [a, b]. 

En otras palabras, al integrar una función continua y luego derivarla, se recupera la función 


original, lo que prueba que derivación e integración son operaciones inversas. 


Ejemplo 1: la derivada de la función F(x) =Í at es F(x) = L VxE€[1, b],b> 1. 
1 xX 


De esto se deduce que F(x) =lInx+k. Dado que F(1) = 0, entonces F(x) = Inx 
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Ejemplo 2: la derivada de la función F(x) =Í dt es F(x) = t Vx € [2, b], b > 2. 
2 x 


De esto se deduce que F(x) =1nx +k. Dado que F(2) = 0, entonces F(x) = Inx -ln 2 = mZ) 


4. Cálculo de la integral definida. Regla de Barrow. 





La integral definida de una función continua f en un intervalo [a, b] es igual al valor que toma 
una primitiva cualquiera de f en x = b, menos el valor que toma dicha primitiva en x= a. 


b 
fé (x) dx = F(b)- F(a), donde F es una primitiva cualquiera de f 
a 


Nota: la diferencia F(b) - F(a) suele escribirse como [ F(x) E 
4 x3 4 3 3 
Ejemplo 1: fo - 4) dx = XK =|—-4:4|-|—-4-1 =o W= ALE 
1 
1 


27 
Ejemplo 2: f senx dx = |- cosx] ¢" =(-cos21) - (-cos0) = -1+1 =0 
0 


5. Teorema del valor medio para integrales. 





Dada una función continua f en un intervalo [a, b], entonces existe un valor interior c € (a, b) 


b 
e f f(x) dx 
b-a a 
Nota: al valor f(c) se le llama valor medio de la función f en [a, b]. 


Ejemplo: para la función f(x) =x? continua en [1, 3], su valor medio en [1, 3] es 


3 37 
f(c) = 1 [xt dx: e. 1. 27 1 O 88 
3-1 Y 213 i 3 383 6 3 


Se puede hallar el valor de c resolviendo la ecuación f(c) = c? = z > c= Ne = 2,08 € (1, 3) 


Interpretación geométrica 
b 

Del teorema se deduce que f f(x) dx =f(c) -(b-a) 
a 


Esto implica que el área del recinto limitado por la 
gráfica de una función f no negativa y el eje OX en un 
intervalo [a, b], equivale al área de un rectángulo de 
altura f(c) y de base (b-a), para algún valor c del 
intervalo (a, b). 
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6. Area del recinto donde interviene una sola función. 


En este apartado se van a analizar algunos casos en los que hay que calcular el área del 
recinto limitado por una curva y =f(x) continua, el eje OX y dos rectas verticales x = a, x = b. 


Caso 1. Si la curva no corta al eje OX en ningún punto entre las abscisas x = a, x = b, 


[+6 dx 


entonces el área total es An = 








2 


Ejemplo: para hallar el área comprendida entre la curva y=x?*-—x? y el eje de abscisas, 


primero se calculan los puntos de corte de la gráfica con el eje OX: 


3 


x?-x?=0 > x=0, x=1 


2 


; 1 
Area total = Aq = fo -x?) dx =—u 
0 12| 12 





-LH 


Caso 2. Si la curva corta al eje OX en 1 punto interior de abscisa x= c € (a, b), entonces 
quedan determinadas 2 áreas parciales: 


En este caso, el área total es igual a la suma de las áreas parciales: 


Apa | [£co dels fiw de 











Ejemplo 1: para hallar el área comprendida entre la curva y = x? -6x +8, el eje OX y las 
rectas verticales x = 0, x= 3, primero se calculan sus puntos de corte con el eje OX: 


y=x*-6x+8=0 > x =2 x,=4 


Dado que x, = 4 E (0, 3), la curva corta al eje OX unicamente en el punto interior de abscisa 
x, = 2. Luego hay que sumar 2 áreas parciales: 


3 
+ [ce — 6x + 8) dx 
2 


y 2 
Area total = Ay = fo - 6x + 8) dx 
0 31 3 











5 | a 2 
ara” 


Ejemplo 2: para hallar el área comprendida entre la curva y = x? — 4x? +3x y el eje de 
abscisas, primero se calculan sus puntos de corte con el eje OX: 


x? — 4x? +3x=0 > 0420. 9 EL 388 





A 1 3 
Area total = Ary = je — 4x? + 3x) dx + fo — 4x? + 3x) dx 
0 1 











15 
12 








Caso 3. Si la curva corta al eje OX en 2 puntos interiores de abscisas x=c,x=d € (a, b), 
entonces quedan determinadas 3 áreas parciales: 


En este caso, el área total es igual a la suma de las áreas parciales: 


Aa + f (de [+6 d 





[£co dx 
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Ejemplo: para hallar el área comprendida entre la curva y =x? —x, el eje OX y las rectas 
verticales x = —1, x = 2, primero se calculan los puntos de corte de la gráfica con el eje OX. 


y=xf-x=0 > x =-l, x%=0, x=l1 


Dado que x; =-—1 coincide con el extremo de [-1, 2], la curva corta al eje OX en dos puntos 
interiores de abscisas X, = 0, x3=1, respectivamente. Luego hay que sumar 3 áreas parciales. 


9 11 
+> =— 
4 


4 


, 0 1 2 
Area total = An = fe — x) dx + [e —x) dx|+ fo —x) dx| = u? 
-1 0 1 

















1 1 
=—+— 
4 4 


7. Area del recinto donde intervienen dos o más funciones. 


En este apartado se van a analizar algunos casos en los que hay que calcular el área del 
recinto limitado por dos curvas y =f(x), y =g(x) continuas. 


Caso 1. Cálculo del área del recinto limitado por dos curvas y=f(x), y =g(x) continuas y dos 
rectas verticales x = a, x = b. 


Caso 1.1. Si no se cortan en ningún punto interior del intervalo (a, b), entonces el área 


total es Ay = f do 








Ejemplo: para hallar el área comprendida entre las funciones f(x) =4-—x?, g(x) =x +5 dentro 
del intervalo [0, 2], primero se averiguan los puntos de corte entre ambas, resolviendo la 
ecuación 4—x”? =x+5. Como no tiene solución, las gráficas no se cortan en ningún punto 
interior del intervalo (0, 2) (ni siquiera en todo R) 


2 


| 20| 20 
= ja = ——UuU 


P 2 
Área total = Ar = fa —x2 — (x+5)) dx 
0 3 3 





2 
= fie -x -1) dx 
0 





Caso 1.2. Si se cortan solo en en 1 punto interior de abscisa x =c € (a, b), quedan 
determinadas 2 áreas parciales: una entrex=a y x=C, yotraentrex=c y x=b. 


En este caso, el área total es igual a la suma de las áreas parciales: 


c b 
Ay = fo (x) — g(x)) dx| + fe (x) — g(x)) dx 











Ejemplo: para hallar el área comprendida entre las funciones f(x) =4-x?, g(x) =x? +2 
dentro del intervalo [0, 2], primero se averiguan los puntos de corte entre ambas, resolviendo 
la ecuación 4—x? =x? +2, que tiene como soluciones xy =-1, x =1. 

Dado que x; =-1 4 (0, 2), las gráficas se cortan unicamente en el punto interior de abscisa 
Xə =1. Luego hay que sumar 2 áreas parciales: 


+ 


i 1 2 
Área total =Am -u-v - (x2 + 2)) dx fu- — (x2 +2) dx] A 
0 1 











4 
= (+ 
5 








ES 
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Caso 2. Cálculo del área del recinto limitado por dos curvas y =f(x), y =g(x) continuas que 
se cortan en dos o más puntos. 


Caso 2.1. Si las curvas se cortan en 2 puntos de abscisas x = a, x= b, respectivamente, 


b 
f (£(x) - g(x)) dx 


entonces el área total es Ap = 








2 


Ejemplo: para hallar el área comprendida entre la parábola f(x) =x* y la recta y=-x+2, 


primero se averiguan los puntos de corte entre ambas funciones resolviendo la ecuación 


x? =-x+2, que tiene como soluciones x; =-2, X3 =1 


-alig 
6 


: 1 
Area total = Ap = [oe — (=x + 2)) dx 
-2 





1 
-|fe +x —2) dx 
-2 





Caso 2.2. Si las dos curvas se cortan en 3 puntos de abscisas x = a, xX = c, xX = b, entonces 
quedan determinadas 2 áreas parciales: una entre x=a y x=c, yotraentrex=c y x=b. 


En este caso, el área total es igual a la suma de las áreas parciales: 


c b 
Ar= | KS - g(x)) dx + f (£(x) —e(x) dx 











Ejemplo: para hallar el área comprendida entre las funciones f(x) =x? +3x?, g(x)=x+3, 
primero se averiguan los puntos de corte entre ambas funciones resolviendo la ecuación 
x? +3x%=x+3, que tiene como soluciones x; =-3, x2=-1, x3=1 


eS =I 1 
Área total = Ar = fe +3x2 - (x +3)) dx| + fo + 3x2 - (x + 3)) dx| = la| + l- 4| = 8u? 
-3 -1 














8. Volumen de un cuerpo de revolución. 


Dada una función continua f en un intervalo [a, b], cuya gráfica determina un recinto plano 
con las rectas verticales x = a, x = b y el eje OX. 


Al girar este recinto plano alrededor del eje OX, se genera un cuerpo o sólido de revolución. 


b 
El volumen de este cuerpo se calcula con la expresión V = fz -£?(x) dx 
a 


Ejemplo: el volumen del cuerpo de revolución generado al girar alrededor del eje OX, el recinto 
limitado por la curva f(x) = senx y el eje OX en el intervalo [0, 1] se calcula así: 


dx = u3 
0 2 2 





b i a y 
v= fra] n-sen?x dx= x: | 1 cos2x n 
a 0 
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